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Limites
Ejercicios:

1°  Resuelve los siguientes limites:
(4jx b) lim (0.5)" c) lim 2** d) lim 3*1 e) lim ¥/2
- X—>00 X

a) lim —0 X—>00 X—>0
X—>00
(1) 1 :
) lim 1% g)x'i‘jo(gj h&'mfg i) lim HX i) lim e~
X—>0 Xx—oo\ 3 X—>00
Sol: a)oo; b) 0; c)oo; d)oo; €) 1; f) 1;,9) 0; h) 1;i) 1; ) O;
2°  Calcula los siguientes limites (no vale hacerlo a 0jo):
a) lim x2 =X b) lim x3—x2+x-1
X—>00 X—a0
c) lim x*—4x3—x?-5x-1 oxt o x3—x? +2x
X—>00 d) lim
5, 2
X—o  X° 4+ X+ X+1
e xt 33 +x? 41 3 +x3-5x% -4
e) lim 3 f) lim 1 3
X—>00 X" +x+1 X—w X7 — X" —x" —x—-10
_ x3+6x%+12x+8 . x2+x°-3
g)llm3 5 h)I|m5425
X—o X¥ —2X° —4X+8 X—=0 X — X" + X7+ X
o x*—5x3 ~10x% —100x Lo 3 x+x3+4
i) lim CRE ) lim 3 T3
X—>00 X+ X+ X X200 2X7 + X+ X + X
K) lim Axlx+t 1) lim V43 Vo 11
003 —
03X +24/x -2 X—>0 x2+5\/x4+\/F+\/x4

Sol: @) «o;b) ;) w;d)0;e)5;f)3;9) 1, h) 1/2; 1) wo; j) 1; K) ¥%; 1) ¥

3°  Calcula los siguientes limites:

a) lim VX+3 0 | X3 —x2 _x
im——=
X0 \[x2 _yx X—>00 /X2+X+5
. 3"’X6+5X d I \/X—+3—\/X——3
c) lim ——— )XI_TD >
e) lim I +1-+x? f) X“_f)n VX+3-+4/x-1
X—00 0
g) limVx%-x—x h) lim Vx?-5-x
X— X—>0
i) lim x2 +2x —y/x% -1 ) lim IX+1-+x-1
o X—’“’\/x2+x—\/x2—x
. \/x3+1—\/x3—1 . \/x2+2x+1—\/x2—2x+1
k) lim —— > ) lim —= .
X—""’\/x +9—\/x -9 X—""\/x +6x+9—\/x —-6x+9

Sol: a) 0; b)o; ) 1;d) 0; e) 0; f) 0; g) —¥%; h) 0; i) 1, j) O; K) O; 1) 1/3;
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4°  Calcule los siguientes limites:

a) lim Sin(ﬂ'm—ﬂ'X)

X—0
) X2
) exc +4x
c) limin
X—>00 X2 -1

i (x?-1
e) lim co{sm( 3 D
X—>0 X

Sol: a)-1; b) 1; ¢) 1; d) ¥; e) 1; f) 10;

50  Calcule los siguientes limites:

e?X 4 g

a) lim
X—>0 ex -1

16X —8X — 4% 22
32X/2 _2X
102+ 110* 10

1021 _10%
Sol: a)wo; b) 1; ¢) 1; d) 4; e) 100; 1) 3;

¢) lim
X—>0

e) lim
X—>00

6° Calcule el valor de los siguientes limites:
. X*—6x+8
alim———
x=>4 X° —7x+12
x® —9x* +27x 27
x* -9
X3 +x2—x-1

lim
C) X—3

e) lim
x—>-12x3 +5x% +4x+1

oxt o oaxd 4 2x? —2x+1
g) lim 4 3 2

X=>12X" —4X° +5X° —6X +3
s x*roxd—2x-1
i) lim 2 3 5

X=>=1X" +2X° +2X° +2X+1

] x° —3x* —9x3 + 27x2
K) lim 7 3 5

x=>3 X7 —6X" +7X° +12x-18

2 5
. X+ x” -3
b) lim sin <
X—>00 2X7 = X" +X

3 2
d) lim log |1 —X"+8
X—>00 X7 —2X° =7X

x2—2x

f) lim 100 2x*

X—>0

24X 422X _2X _4

b) lim
) X —>00 24X_22X_2X
79X 432 _3X

d) lim

) X —>00 2l32X_3X

H lim 3125713 1 2.05% _5
X—>00 53x—1_5x

b) lim x* —6x+8

x>2 X* —5X +6
3 2
d)IimX3 8x 2+19x 12
x>l X°—6X°+11X—6
2x3 —3x% +7x
L e e
x>0 3X° 4+ 2X° —X
2x* —12x3 +19%x° —6x+9

h) lim
o x*+x*-10x* —x-15
o 2x* +12x% + 24x% +16x

) lim

x>-2 x* + 7x3 +18x% + 20x +8

. x4 +4x3 + 4x2
) lim 2 3 5
X=>-2 X" +4X° +2Xx° -8x—-8

. x5 48x% +23x* +24x3 —8x% —32x-16
m) lim 6 5 4 3 2
X—=>32X° +13X°+28X" +15x° —22x- —28x -8
X2 —4x8 +5x" +x° —9x® +9x* —x* —5x* + 4x—1
x® —5x" +10x°® —10x* +5x -1
Sol: a) 2; b) 2;¢) 0; d) 3; e) 2; f) =7; g) 10/21; h) 0; i) 0; j) 4; k) 54/7; 1) 2; m) 5/7; n) 0;

n) lim

x—1

7°  Demostrar que:
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Limites del numero e:
Los limites del nimero e son del tipo de indeterminacién 1%, la forma algebraica de
resolverlos es haciendo que dichos limites se parezcan a algo como esto:

X X
Iim(1+£j =e lim (1—£j =1
X—>00 X X—>0 X e
Ejercicios:

8°  Calcula los siguientes limites:

3x
a) lim 1+iJ

X—>00 3X

x2—2x

d) lim 1+1] =

X—> X

-3
i x2 -1 "
g) lim| —
2

X—>0| X= 4 X

X—>00 X

2 X
1) lim | = _1]

j) lim X—_3j2

x—o X2 42

fi) im | ——
x| 3x2+1

=l
Jx—-1

) lim
X—>00

f) lim -
X—>00
x+fo 2 X1 X1
W lim 2L S e S
X—>00 3x° -1 x>\ X(4x +3) y) lim| —
x—oo| X — X
4-3/x
3
2) lim M Vel
x—so0| /X +3/x

Sol: a) e; b) &%, ¢) e*; d) e'; €) e; ) €% g) Le; h) €%, i) L/e; j) 0; K) e; 1) 1 1) 15 m) Le;
ne’ ;e o) Lpeaenlis)et Lu)liv)Lw Lx) e y) e 2)e,
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Método de aproximaciones pequefias:
Todas las funciones es posible aproximarlas localmente, o globalmente, a una serie
polindbmica de potencias enteras. Dicha serie polindmica se denomina serie de Taylor.

Las series de Taylor de las funciones mas famosas son:

X3 X5 X7 X9 Xll

sinX=X-—+—-——+——-——+
3 5 79 11
W2 xd (B (8 Lo
cosx=1l-—+——-——+"———+
20 4 e 8 10
) 2 3 4 (56
" =1+X+—+—+—+—+—+
20 3 4 5 6
(xIna)®> (xIna)® (xIna)*
+ + +...
! 3 41
Que convergen en toda la recta real. Otras convergen en intervalos, como por ejemplo:
2 3 4 5 6
x> X" X7 X

Iog(l+x):x—x—+———+———+... -l<x<1
2 3 4 5 6

. 1x% 13x> 135x’ 1357 x°
arcsinx=X+-—+-——+ R SA
23 245 2467 24689

7r 1x* 13x° 135 x’
arcCoSX =——| X+——+——+———+...
2 23 245 2467
Y otras, que también convergen en intervalos, no existe relacion ninguna entre los
coeficientes de la serie de potencias.

a*=1+xlna+

x2 2x° 17X’
tanx=X+-—+"" 4 ¥
3 15 315

Primeras aproximaciones pequefas:

Si se da la circunstancia que x—0 o que x en radianes es muy pequefio, los términos de
potencias altas de las series de Taylor se hacen tan pequefios que se vuelven
despreciables frente a los términos de potencias mas bajas, y en esta circunstancia
observamos que:

2
. X
sin X ~ X cosx:l—? eX ~1+x a*~1+xlna

- T
log(1+x) = X arcsin X = x aICCos X ~ - = X

Ejercicios:
9°  Calcular los siguientes limites:
1-cosx

. X )
a) lim—— b) lim >
x>0 X +SIN X x>0 3X

. 1 L«
c) limcosecx—= d) leirg(sm X)
x—0 X

) lim %X ) lim NG
x-0 (g% —1) x>1 X° —3X+2

Sol: a) 1/2; b) 1/6; ¢) 0; d) 1; e) 1/2; f) -1,
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Segundas aproximaciones pequeias:
En ocasiones se hace necesario utilizar las segundas aproximaciones pequefias, pues al
cancelarse las primeras, las segundas aproximaciones cobran mayor relevancia.

3 2 4 2 2
. X X X X
SinX~ X—— COSX~1——+— e 1+ X+— log(l+ X) » x——
3! 21 4l 2 2
N (xIna)® 7 1x° . 1x°
a*=1l+xlha+—— arccosX ~ ——X——— arcsinX ~ X+=—
2 2 23 23

Son mas raros los limites en que sea necesario usar terceras o sucesivas aproximaciones,
en esos casos suele preferirse la utilizacion de la regla de L’Hopital.

Ejercicios:
Calcular los siguientes limites:
. X—Sin X . 2c0sX—2—X?
a) lim——= b) limZE8X 2~ X
x—0 X X—0 X4
. et —e " =-2x . e -1-x
c) im———— d) lim——-—
x=0 X —Sin X x>0 X
. lan x—X . In(x+1)—e*+1
e) lim : f) lim (x+1)
x>0 X —SIN X x—0 ef—-1-x

Sol: @) 1/6; b) 1/12; ¢) 2; d) 2; e) -1; f) -2;

Derivacion con limites:
Definicion: Dada una funcion f : A —> R, con AeR, se define su derivada como:

f(x+h)— f(x)
h

0=t

Derivada de una constante:

f(Xx)=k—> f'(x)=0|

Aplicando la definicion:
fr(x) = lim 2 XEM =100 i k=K i@ g
h—0 h h—0 h h—0 h

Ejemplo: f(x)=4

Iim——=Ilim—=0
h—>0 h h—0 h

f,(x):rl]i_%f(wrhr)]—f(x): 4-4 0

Derivada de una variable por una constante:
f(x)=ax—> f'(x) =a|

Aplicando la definicion:

fr(x) = lim L EEM =Ty axeh)=ax oy X=X yim M g
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
Ejemplo: f(x)=x
) = lim &M =X iy
h—0 h h—0 h
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Derivadas de una variable elevado a una potencia entera:
f(x)=ax" - f'(x) =anx"?

Aplicando la definicion:

n n n n
£1(x) = lim 2OEN X g g XM= X
h—0 h h—0 h
Recordando ahora que:
(x+h)" =x" +nx"th+ ¢ x"2h? +c,x"2h® 4.+ e, h"2xZ +nxh™ 4 h"

Donde cada uno de los coeficientes c; vienen del triangulo de Tartaglia o del binomio de
Newton. Para el limite solo seran necesarios los primeros, los demas se anularan:

, X" +nx"th+..+h"=x" . nX"'h+...+h"
f'(x)=alim =alim =
h—0 h h—0

f'(x)=alimnx"'+...+h"" =anx""

h—0
Formula extensible también a potencias no enteras, aungue en dicho caso el
procedimiento seria mas complicado.

Ejemplo: f(x)=3x’

3(x+h)>-3x* lim 3x? +3h* +6hx—3x* _ lim 3h? +6hx
" ho0 h  ho0 h S

...=lim3h+6x =6X
h—0

f'(x)= ngg

Derivada de una suma:

[T(X) =u() +v(x) > f'(x) =u'+v'|

Aplicando la definicion:

u(x+h)+v(x+h)—u(x)—-v(x)
h

u(x+h)—u(x) +LirQV(X+h|.)]_V(X)

)=l

f'(x)= Ll_r)rg =u'(xX)+Vv'(x)

Ejemplo: f(x)=x"+4

f'(x)=lim (x+h)'+4-x"-4 . x'+4ch+6x°h"+4xh’ +h'—x*
_h_>0 h _h—>0 h =...

3 2|12 3 4
...:Ihirrg4x h+ 6x hh+4Xh +h = lim4x* +6xh -+ 4xh? +h? = 4x°

Ejemplo: f(x)=3x"-x°
4 3 _ a4 3 4 4
f'(x):limS(X+h) (x+h)”=3x" +x :”mB(x+h) 3T
h—0 h h—0 h

X +4x°h+6x°h2 +4xh* +h* —=x* .. x*+3x°h+3xh>+h®*=x3
...=3lim —lim =...
h—0 h h—0 h
= 3Iim(4x3 +6x°h+4xh? + h3)— Ihing(sz +3xh+ h2) =12x* -3x*

h—0

38
lim X+ =X _

h—0
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Derivada de una funcién elevada a una potencia entera:
f(x)=au" - f(x)=anu'u?

Aplicando la definicion:
au"(x+h)—au"(x) _ alim (u(x+h))" =(u(x))" u(x+h)-u(x)

f'(x)=Ilim =
h—0 h h>0  u(x+h)—u(x) h
_ aim (UOE M) (UOY)” UG ZU0) g i (M) —(UO9)
>0 u(x+h)—u(x) h-0 h h-0  u(x+h)—u(x)

y ejecutando un cambio de parametro:

Z=u(x+h)—u(x) o u(x+h)=u(x)+z
y asi como h — 0 entonces z — 0, con ello desembocamos en un caso deducido con
anterioridad:

=au'(x)(nu"*(x)) =anu'u"*

(ux)+2)" = (u(x))’
z

.=au'(x)lim
z—0

Ejemplo: f(x)=(x-1)°
(x+h-1°—(x-1° lim (x+h-1° = (x-1)® (x+h-1)—(x-1) _
h>0 (X+h-1)—(x-1) h
:“m(x+h—1)3—(x—1)3 h :“m(x+h—1)3—(x—1)3 _
o0 (X+h-1)—(x=1) h ™0 (x+h-1)—(x-1)
y ahora cambiamos de parametro:
z=(x+h-)-(x-D)< (x+h-)=(x-1)+z
y como h — 0 entonces z — 0, por tanto el limite:
— 3 _(x—1)3 _1\3 _1\2 N2, 53 (v 13
...=Iing(x 1+2)°—(x-1) =Iing(x D)°+3(x-1)z+3(x-1)z°+z2° - (x-1) _
Z— Z Z— Z

..=lim 3(x-1)? +3(x-1)z+z° =3(x—-1)?

=1

Ejemplo: f(x):(x2+1)3
((x+h)? +1)3 -(x? +1)3

£/ =1im h = ...
((x+0)?+1) =(x2 +2)° (x4 h)? +1= (€ +1)
_lim _
S0 (x+h)?+1- (X% +1) h o
B m((X+h)2+1)3—(X2+1)3 2hx+h*+h —2x|im((x+h)2+l)3_(xz+1)3 _
S0 (x+h)?2+1- (X2 +1) h ST (x+h)?2+1-(x2+1)

Cambiamos de variable:
Z=(X+h)?+1-(X*+) o (x+h)? +1=(X*+D +z

y como h — 0 entonces z — 0, luego:
ZX.im{«xzmﬂf<x2+x>3] [<<x2+x>+z>3<x2+x>3}
z

=2xlim

z—0

z—0

z
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Cambiamos nuevamente de variable mediante w = (x2 +X) :

S_wd 3 2 2,53 3
...:Iim[wJ-(2x+l):lim(W rIWzEIwz vz - W J-(2x+l):...

720 7z 720 VA

o= lim (3w +3wz + 27 }(2x+1) = 3w’ (2x +1) = 3(2x + 1) (x* + X)°

z—0

Derivada de un producto:

[f(X)=uv—> f'(x)=u'v+Vul

Aplicando la definicion:
u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x)
. =...
Creamos dos términos, contrarios y que se anularian entre si, para asi lograr la
demostracion:
lim u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h)+u(x)v(x+h) —u(x)v(x)

) =l

h—0 h
_lim u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h) lim u(x)v(x+h) —u(x)v(x)
..=lim » lim : =...
...=Liggv(x+h)w+u(x)Ligngvu#uv'
Ejemplos: f(x)=x*(x+1)
f,(X)zlim(x+h)2(x+h+l)—x2(x+l):
lim n
=Iim(x+h)z(x+h+1)—(x+h)z(x+1)+(x+h)2(x+1)—x2(x+1)=
T hso h
“:“m(x+h)2(x+h+1)—(x+h)z(x+1)+"m(x+h)2(x+1)—x2(x+l):
h—0 h h—0 h

= Iim((x+h)2 (X+h+13_(x+1)j+(x+1)lim(Wj:...

h—0 h—0

2 2 2
,,_:|im[(x+h)zhj+(x+1)"m(x +2hx+h°=x j
h—0 h h—0

2hx + h?

— y? i _ 2
=X +(x+l)L|£rg( j_Zx(x+l)+x



