Tercera Parte: Producto Vectorial

y Producto Mixto entre vectores

Introduccion

Retomemos el caso los dos pintores: Carlos y Juan. Finalizada la tarea de mover el escritorio,
el arquitecto que coordina la obra, indica a los pintores sacar de la pared una llave de gas
vieja que esta en desuso. Para extraerla, los pintores, necesitan una llave de fuerza por lo que
el “esfuerzo’’ no termino.

En la caja de herramientas de Carlos hay llaves de distinto tamafio y longitud por lo que
toman una al azar y Juan comienza a trabajar, después de numerables intentos la tuerca de la
llave de gas no se mueve por lo que decide elegir una llave mas larga e intentando
nuevamente comienza a moverse. Como el movimiento es muy lento pues la tuerca esta
oxidada, Juan le pide ayuda a Carlos, y entre los dos logran moverla mas rdpidamente hasta
sacarla.

Si imaginamos la situacién, notaremos que el sentido en el que avanza la tuerca es
perpendicular a la llave que se emplea y a la fuerza aplicada, y ademas intuitivamente
podemos concluir que cuanto mayor es la distancia entre la fuerza aplicada y el punto de
apoyo (usan una llave mas larga) y cuanto mayor es la intensidad de la fuerza aplicada mas
facil es mover la tuerca por lo que tenemos en juego tres vectores, a saber: el vector que
caracteriza a la distancia del punto de apoyo a la fuerza, la fuerza que se aplica y un vector
perpendicular a ambos que describe el movimiento de la tuerca.

Llegados a este punto, la pregunta oportuna es: ;existird algin modelo matematico que
describa la situacion?. Es decir jexistira alguna operacion entre vectores que de como
resultado otro vector que sea perpendicular a estos?.

La respuesta es si, el modelo matematico es la operacion entre vectores llamada producto
vectorial, ésta operacion que permite obtener al vector que caracteriza el movimiento de la
tuerca, es llamado vector momento y se escribe de la siguiente forma: m =F x d.

En esta seccion del modulo, estudiaremos dos productos entre vectores, el producto vectorial
entre vectores, y el producto que se define a partir del producto escalar y del producto

vectorial que se denomina: producto mixto.



Propaositos

Sera muestra intencion que cuando finalice la lectura de la tercera seccion de la unidad pueda

dar respuesta a las siguientes preguntas:

(Cuales son las caracteristicas del vector que se obtiene al efectuar el producto vectorial
entre vectores?

(Cual es la expresion de calculo del producto vectorial entre vectores?

(Qué propiedades cumple el producto vectorial entre vectores?

(Qu¢ interpretacion geométrica admite la norma del producto vectorial entre vectores?
(Qué operaciones y en qué orden deben efectuarse para calcular un producto mixto entre
vectores?

(Cual es la expresion de calculo del producto mixto entre vectores?

( Como se establece si tres vectores del espacio tridimensional son coplanares?

(Qué interpretacion geométrica admite el valor absoluto del producto mixto entre

vectores?

A medida que avance en la lectura, recuerde estas preguntas

ya que ellas son la guia de su estudio.



Producto vectorial entre vectores

El producto vectorial entre dos vectores: u y v de R’, distintos del vector nulo, da por

resultado un vector w con las siguientes caracteristicas:

o La direccion del vector w = u x v es perpendicular ala direccion del vectoruy ala
direccion del vector v. Por lo tanto, w = u x v es perpendicular al plano que determinan
uyv.

o El sentido del vector w = u x v se puede determinar mediante la regla de la mano
derecha. Sea 0 el angulo entre u y v, si suponemos que los dedos de la mano derecha se
mueven siguiendo el giro del vector u segtin el d&ngulo 0 hasta coincidir con el vector v,

entonces el pulgar de la mano derecha indicara el sentido del vector: w= u x v

o« Lanorma del vector w= u x v es: H WH =Hll><VH=H uHH VH.senG (siendo 6 el angulo
entre u y v) n
wW=uXxV
-
>

<

D
u (0]

Teniendo en cuenta la definicion de producto vectorial, pueden deducirse el producto

vectorial entre los versores canonicos:

ixi=0 jxj=0 kxk=0
ixj=k jxi=-k
ixk=—j kxi=j
jx k=i kxj=-i

Comprobar los resultados anteriores usando el concepto de norma del producto vectorial y

aplicando la regla de la mano derecha.



Propiedades del producto vectorial entre vectores

Sean u, vy w tres vectores de R’ yseaa € R, entonces:

1. El producto vectorial es anticonmutativo: u x v =—(v x u)

2. El producto vectorial de vectores paralelos es el vector nulo: Siu/v = uxv =0

3. Consecuencia propiedad (2): u xu =0

4. Siuno de los vectores del producto vectorial es el vector nulo entonces el producto
vectorial es el vector nulo: 0 x u =ux 0 = 0

5. El producto vectorial es distributivo respecto de la suma de vectores (a derechay a
izquierda) teniendo en cuenta la anticonmutatividad de la operacion:
ux (Vrw)=uxv tuxw
(vtrw)xu=vxu+twxu

6. Extraccion de un escalar del producto vectorial: (au)x v=u x (av)=oa (u x V)

Ejemplo

Aplicando propiedades del producto vectorial reducir a una minima expresion:
ux(vt+tu)tvx(utyv)

Observemos que en la expresion dada es posible aplicar la propiedad distributiva del E JEMPLC

producto vectorial respecto de la suma, entonces: -

ux (vtu)tvx(u+tv)=uxvtuxutvxu +tvxy

En ésta expresion tenemos que: u x u=0y v x v =0, por lo tanto:

ux (vtu)tvx(u+tv)=uxv +t0+tvxu+0=uxv+ vxu

Luego, sabemos que el producto vectorial es anticonmutativo, es decir: u x v =—(v x u)

Entonces:

ux (vtu)tvx(utv)=—(vxu)t vxu

y como estos vectores son opuesto, resulta que:

ux(vtu)+tvxu+tv)=0

Ejercicio

a) ux(vtut+tvx(v-u)=2uxy

1. Comprobar que las siguientes igualdades son verdaderas. '
b) ux(av+Pu)+vx (Bv+tau)=0
A




Formula del producto vectorial entre vectores en funcion de sus

componentes

Sean los vectores: u =uxituyjtu,k y v=viitvyjt+v,k

Entonces, para calcular el producto vectorial entre los vectores u y v de R® en funcién de sus
componentes se utiliza la funcion de determinante’.

Primero se arma un determinante de tercer orden y se lo desarrolla en tres determinantes de

orden dos, tal como se muestra a continuacion:

i ok
u, u u, u u, u
z| . . X y
w=uxv=u u, u, =" i- 0 gt k
y z X z X y
v, Vv, v,

Luego, al desarrollar cada determinante de orden dos, obtendremos las componentes del

vector que resulta del producto vectorial, esto es:

W=uXV=(UyV,—uVy) i —(Uxv; —uvy) j + (Uxvy —uyvy) k

Ejemplos:
o Efectuar el producto vectorial entre los vectores:u=2i+3j+4k y v=5i+6j+7Kk
i j k
3 4|, 2 4 |23
w = uxv= 2 3 4 = i — it k =
6 7 5 7 5 6
5 6 7
EJEMPLD
= w=037-46)i-(27-45j+t26-35k = —
= w=uxv= 3it6j-3k
o Efectuar el producto vectorial entre los vectores: u = (1;0;3) y v=(2;3;9)
i j k
0 3 1 3] |1 0
w = uxv=1 0 3|= ;- ; = .
39 2 9 |2 3 EJEMPLOD
2 3 9
= w=uxv=(-9;-3;3)

! En otra unidad unidad tematica estudiaremos la funcién determinante y sus propiedades, en este momento sélo
nos interesan los determinantes como método de calculo.



Demostracion
Sean los vectores: u=uxi+tuyj+tu,k y v=vwi+vyjt+v,k
Entonces:
uxv=(uitujtuk)x(vitvyjtv,k) =
Aplicamos la propiedad distributiva del producto vectorial respecto de la suma de vectores y
ademads aplicamos la propiedad de extraccion de factores del producto vectorial, resultando:
(uxvx >(<) i)+ (uevy) (i X j)+ (uevy) (i x k) +
= =k =_j

+ (uyvy) G x i) + (uyvy))i//j)  (uyv,) G x K)+

=k =0 =i
+ (upvy) (kx i) + (uyvy) (k x j) + (uZV% k) =
=j =i =0
Observemos que tres de los términos son iguales al vector nulo y los restantes se agrupan de a
dos, pues dan por resultado un versor canénico o su opuesto, entonces agrupando tendremos

el vector resultado del producto vectorial entre los vectores u y v:
= (UyVz—Uuvy) I+ (Uvx—uxvy) j + (uvy—uyvy) k @D
La expresion (I) es el resultado del producto vectorial entre dos vectores, pero si en ella

reemplazamos al segundo término por su opuesto, €sta expresion coincidira con el desarrollo

segun la Regla de Laplace de un determinante de orden tres, por esto se tiene que:

= (Uyv—uvy) i — (Uvz—uvi)j T (Uvy—uyvy) k=

u, u u

= L T U+ Yk =
Vy z X z X y
i j k

= |u, u, u,/ [=uxy qdlp.#
vV, Vv, V,




Ejercicios
2. Sean:u=(-1;2;-1),v=(0;3;-1)y w=(4,-8 ;4). Efectuar las siguientes

operaciones:

a) uxv b) vxu

c) (Qu)xv d) ux(2v)

e) uxw ) (uxv) xw
g |uxv| h) | vxul

3. Considerando que: u x v=(3a;0;4a) donde a € R — {0} determinar el resultado de las

siguientes operaciones.
a) —(uxv) b) vxu

c) (5u) x (2v) d) (uxv) xi

4. En cada caso encontrar vectores que satisfagan las siguientes condiciones:

a) Tenga norma 2 y sea perpendicular al vector u = («E 2 0) y al vector

b) Tenga norma 1y sea perpendicular al vector u = (a2 ;a’ ;1) y al egje x

v=(3:0:3) '
A

(siendo a un niimero real positivo)

5. Si 0 es el angulo entre los vectores: u y vy siendo u «v =0 demuestre que:
Juxv|

(uev)

tg 0=

Interpretacion geométrica de la norma del producto vectorial

Sean los vectores: u=uxi+uyj+u,k y v=vxi+vyj+v,k noparalelos
Si consideramos los vectores u y v con un origen comun, ellos determinan dos de los lados
no paralelos de un paralelogramo cuyo area es la norma del producto vectorial u x v.

Es decir: u

Area Paralelogramo = H uxv H




Demostracion:
Sean los vectores u y v considerados con origen comun en el punto O.

Estos vectores permiten definir al paralelogramo OABC, cuyo area es:

B
Area OABC = Long Base . Long Altura= OC . h
Observemos que: Long Base = OC = H VH
C
y que: Long Altura= h = H u H .sen 0
En consecuencia:
Area OABC = H VH . H uH .senf (1))
Claramente, la expresion (II) equivale a la norma del producto vectorial entre los vectores u y
v por lo tanto:
Area Paralelogramo = H uxyv H qdlp.#
Ejemplo:
Determinar el area del paralelogramo que determinan los vectores: u = (-4,0;5) y
v=(-4,3;0) .
_ EJEMPLO
El area del paralelogramo es el valor de la norma del producto vectorial entre los vectores
u y v, entonces, primero calculamos el producto vectorial:
i j k
uxv=|-4 0 5|=(-15-20;-12)
-4 3 0
Luego: Area Paralelogramo = Hux VH = H (—15;-20;-12) H= /769
Ejercicios
6. Utilizando la norma del producto vectorial entre vectores, obtener el valor de la
superficie total de los siguientes las cuerpos.
ACTIVIDA

z' Cubo de arista:

82 cm

y

cona>0 8



Producto mixto entre vectores

El producto mixto entre tres vectores: u, v y w de R es el nimero real que se obtiene de
efectuar primero un producto vectorial y luego un producto escalar.

En simbolos:  Producto mixto (u,v,w) = u+(VXW)

Ejemplo:
Sean los vectores: u = (4,1;1), v=(2,3;0) y w=(5,0;2). Obtener: u«(vxw)
Para obtener el resultado del producto mixto, resolvemos primero el producto vectorial y

luego el producto escalar, entonces:

VX W= = (6;—4;—15) = u«(vxw) =(4;1;1) «(6;—4;—-15)=5

U R,

j
3
0

N o

EJEMPLO

Formula del producto mixto entre vectores en funcion de sus componentes

Una manera para calcular el producto mixto: u«(vxw) entre tres vectores de R’ es tal
como se muestra en el ejemplo previo: efectuando el producto vectorial y luego el producto
escalar. Sin embargo existe otro procedimiento equivalente al anterior y que se correponde
con calcular el determinante de orden tres que se arma a partir de las componentes de los

vectores, como se muestra a continuacion:

ue(vxw) = |v, Vv,V =

Demostracion:
Sean los vectoresu =uxituyjtu,k, v=viitvyj+v,k y w=wiitw,j+w,k

Entonces:

k

i
us(vxw) =(uxituyjtukyelv, v, v =

A\
:(uxi—{-uyj-}—uzk).( y z




u (1)

La expresion (III) es el resultado del producto mixto entre dos vectores, pero este calculo
coincide con el desarrollo segun la Regla de Laplace de un determinante de orden tres, por

esto se tiene que:

Ue(VXw) = v v, vV, qdlp.#

Ejemplo:
Sean los vectores: u = (0,1;1), v=(0,3;0) y w=(5,0;2). Calculamos:

0 1 1
30 0 0 0 3
ue.(vxw)= [0 3 0| = .0 - 1+ 1 = 15
0 2 5 2 50 !
> 02 EJEMPLO
0 30
11 0 1 0 1
ve(uxw) =0 1 = .0 - 3+ .0 =15
0 2 5 2 50
50 2

Para el lector dejamos el cdlculo de los productos mixtos: ve(Wxu) y we(vxu)

Qué conclusion puede extraer?

Propiedades del producto mixto entre vectores
Sean u, vy w vectores de R’. Entonces:
1. El producto mixto de los vectores u, vy w es ciclico.
2. Si los vectores u, vy w considerados con un origen comin son coplanares entonces el
producto mixto es nulo.
3. Consecuencia propiedad (2):
o Los vectores u, vy w son linealmente dependientes si y solo si el producto
mixto es nulo.
o Los vectores u, vy w son linealmente independientes si y sélo si el producto

mixto no es nulo.

10



a)ie(j x k) b)ie(k x j) c)ke(ixj)
d)ke«(j x i) e)je(i x k) f)je(k x i)

Los resultados que obtuvo jestan relacionados con alguna de las propiedades del

Ejercicios:
7. Calcular:
A

producto mixto?

8. Determinar el valor de a €R para que los vectores: u = (0,1;1), v=(a,3;0) y w=(a,a;1)
sean coplanares.

¢ Qué propiedad del producto mixto permite resolver este ejercicio?

9. Analizar si los siguientes conjuntos de vectores del espacio vectorial R* son
linealmente independientes o dependientes:
a) A= {(1;2:3);(4:5:2);(10;14;10) } b) B = {(~1;2:-3);(2:3;-4);(9;1,0) }
ACTIVIDA

¢ Qué propiedad del producto mixto permite resolver este ejercicio?

Interpretacion geométrica del valor absoluto del producto mixto entre

vectores

3 . . .
Los vectores u, vy w 1o coplanares de R” permiten definir al considerarse con un
origen comun un paralelepipedo, cuyo volumen es el valor absoluto del producto mixto entre

U, Vyw.

Es decir: Volumen Paralelepipedo = ‘ ue(Vxw) ‘

11



Demostracion:
De la geometria sabemos que el volumen de un paralelepipedo es:

Volumen del paralelepipedo = Superficie de la Base . Longitud de la Altura

En este caso la base del paralelepipedo es un paralelogramo
determinado por los vectores: vy w, entonces a raiz de la
interpretacion de la norma del producto vectorial tenemos

que:

Superficie de la Base = H VXW H av)

En la figura se observa que:

Longitud de la Altura = Long Proy Esciyxw)u = M V)
| vxw]
Por lo tanto de (IV) y (V) se tiene que:
. ue(VXW)
Volumen del paralelepipedo = H VXW H . ﬁ
VXW
Simplificando, resulta que:
Volumen del paralelepipedo = ‘ Ue(VXWw) ‘ qdlp.#

Ejemplo:
Hallar el volumen del paralelepipedo que determinan los vectores: u = (1,2;3), v=(-3;1;4) y

w=(1,2;1)

1 23
Volumen del paralelepipedo = ‘ ue(VXW) \= -3 1 4 |= ‘ —14‘ =14 '
bzl EJEMPLO

12



Ejercicios:

10.Encontrar el valor de a € R para que los vectores: u=(1;-1;3), v=(2;a;l) vy '
w = (3;-2;5) determinen un paralelepipedo de 7 unidades cubicas de volumen.
A

11. Aplicando el producto mixto entre vectores determinar el volumen de los siguientes

cuerpos: Z
ZA
 yon
: B(0;1;0) y
C(1;0,0) |

D(2;2;0)

Figura 1

Figura 2

12.Hallar el versor a coplanar con los vectores: u =(2;1;0) y v=1(0;2;2), si ademas: '
vea=2
ACTIVIDA

Software Mathematica
Para realizar el producto vectorial entre vectores se emplea el comando:
1 j ok
Det||u, uy wu,

Ejemplo:

Calcular el producto vectorial entre los vectores: v = (2;3;5) y w = (5;-7;0)
k
0

| 35i+255- 29k

13



Para efectuar el producto mixto se utiliza el mismo operador que en el caso del producto
vectorial, pero se sustituye la fila de versores canonicos por las componentes del vector que
opera en el producto escalar.

Ejemplo:

Calcular el producto mixto entre los vectores: v = (2;3;5), w=(5:-7;0) y u = (-2;-4;1)

S5
De 7 0
41

| -190

Autoevaluacion: Productos entre vectores

1. Sea el vector u = (uguyu,) € R’ y los vectores v=(-2:4;1) y w=(3;-2;5) € R’

a) ¢Qué relacion deben satisfacer las componentes del vector u para ser coplanar con
los vectores vy w?

b) (Qué relacion deben satisfacer las componentes del vector u para no ser coplanar
con los vectores vy w?

¢) ¢Qué relacion deben satisfacer las componentes del vector u para que el conjunto de
vectores {u;v;w} sea linealmente independiente?

d) (Qué relacion deben satisfacer las componentes del vector u para que el conjunto de

vectores {u;v;w} sea linealmente dependiente?

2. Sean los vectores v = (a;4;1) y w=(a;1;1) e R’. Obtener el 6 los valores de a € R para

que los vectores v y w determinen un paralelogramo de area 27.

3.  Resuelva de dos manera diferentes el siguiente ejercicio.
Sean los vectores v = (a+1;1;4) y w = (2b+2;2;8) € R’. Determine el 6 los valores de a

y b, numeros reales, para que los vectores v y w sean paralelos.

4. Sean los puntos A(3;1;1), B(1;4;1), C(-2;1;1) y D(0;1;6). Obtener:
a) El area del tridngulo ABC
b) El volumen del paralelepipedo que determinan los vectores AD, AC y AB

14



5. Analizar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser verdadera,

demostrar y en caso de ser falsa, ofrecer un contragjemplo adecuado.

a) Si u=0 entonces ve(uxw) =0
b) (u+v)x(u-v)=2(u xv)
¢) (au+pv)xu+Pu—av)xv=0

d) ve(uxw) = we(vxu)

15



Actividades Adicionales

1. Hallar un vector paralelo al plano coordenado (yz) de norma 2 que sea perpendicular

al vector a = (1;2;—4)

i ACTIVIDA
2. Obtener los vectores de médulo /5 cuya proyeccion ortogonal sobre el vector v
4
=(2;1) es el vector u = §;7
55

3. Sean a =(3;—1;5) yb =(1;2;—3), hallar un vector ¢ tal que sea perpendicular al eje z

sabiendo que: a.¢=9 y be.c=-4

4. Sean v =(2;4;0) y u =(3;1;—1), obtener las componentes de los vectores w; y Wz

sabiendo que: wy es paralelo al vector v, w; es perpendicular al vector v y que u = w;+w;

5. En la figura se observa un cubo de 4 unidades de arista, el vector a es una de sus
diagonales y el vector b es una de las diagonales de la base. Obtener:
a) La longitud de los vectores ay b
b) La medida del angulo entre los vectores ay b
c) La componente del vector a ortogonal a la direccion del vector b
d) Usando operaciones entre vectores, la superficie total del cubo

e) Usando operaciones entre vectores, el volumen del cubo

6. Siendo w = (a;a;0) y v =(-2a;0;a), calcular:
a) | v/ b) [ v 7] 4w av]

c) a € R tal que el modulo del d) a € R tal que el moédulo del

vector w sea 4 1
vector w+v sea g

7. Seanv=(-1;3) y P(2;-5). Hallar las coordenadas del punto Q sabiendo que: v = PQ.

16



. El segmento AB es determinado por los puntos A(-2;3) y B(3;-2), hallar el vector

. . L2
OP sabiendo que el punto P(x;y) divide al segmento AB en la proporcion 5 (Qué

ACTIVIDA
componentes tendra el vector OP si el punto P(x;y) divide al segmento AB en la

., 3
proporcion Z?

. Si B es el punto medio del segmento determinado por los puntos P(1;0;-3) y Q(-2;3;3),
hallar las coordenadas del punto A para que el vector AB sea paralelo al vector

v = (=1;3;2). (Es tnica la solucion?

10.Sean P(-3;1;7) y Q(8;1;7). Hallar un vector unitario con sentido opuesto al vector PQ .

11.Sean P(2;-3;4;-5) v Q(l;-1,1;-1) puntos del espacio vectorial R*. Obtener las

componentes de los vectores: PQ y MQ siendo M el punto que esta situado a un tercio

del camino de P a Q.

12. Hallar las componentes de los vectores que se definen en cada caso:

a) veR’ talque: v, =2"
b) weR" talque: wi=3,wo=w;+2, wi=wr+2,...,Wjp=Wg+2

¢) seR® tal que: s, = suma de los n primeros niimeros naturales.

13.Dados |u|=3y | v|=2,y sabiendo que el angulo que determinan es de 120°. Hallar

las normas de los vectores: w; =u +2vy w, = 2u — v, su producto escalar y el angulo que

determinan.

vi=3.

14.Sean u, vy w son tres vectores de R’ de los cuales sabe que: [u | =2, w|=4

y que: u+v+w=0. Hallar los angulos: centreuyv, Bentrevyw, y Oentreuy w.

17



Respuestas de las actividades

1. Utilice las propiedades del producto vectorial entre vectores...... ©

2. a)(1;-1;-3) b)(-L1;3)  ¢)(2;-2;-6) d)(2;-2;-6) )0 )(-28-16;-4)
g) 11 h) 11

3. a)(-3a;0;4a) b)(-3a;0;—4a) ¢) 10(3a;0;4a) d) (0;4a;0)

6 1 -a

4. a){(i—j—k) b) (O;W;W]

5. Utilice la definicion de producto escalar y la definicion de la norma del producto
vectorial......... ©

6. a)768 b) (20+4./10 )’

7. a)l b)-1 c)1 dy-1 e)—1 D1

8. a=006 a=4

9. a)ld b) li

10. a=-= 6 a=

1
11. Figura 1: Volumen tetraedro = 3 Volumen paralelepipedo

Entonces: Volumen tetraedro = é |CA+(CBxCD)| = Z

Figura 2: Se consideran los puntos: A(0;0;6), B(8;0,0), C(0;9;6) y D(8;0;12), en

consecuencia el Volumen del Paralelepipedo es:

AC.(ABx AD)| =864

Respuestas de la autoevaluacion

Junto a su grupo de estudio debe entregar al docente la resolucion de las actividades de la

autoevaluacion para su correccion........... ©
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Respuestas de las actividades adicionales

(g3 hd

2. (1;2) o (11;—2)

575
3. (2;:-3,0)
11 4 17

4. = — (2;4;0 =|—;——;-1

Wiz B0y w (5 5 j
5. a)4-/3 y 4-/2 b) Arccos\E ¢) (0;0;4)

d) 96 e) 64

1

6. a) 5a’ b) 53 a° c)a=+2/2 da=+t—

) ) ) ) 5
7. Q(1:8)

(0

8. Se demuestra que si P divide al segmento AB en la proporcion entonces:

p

B 0} ., 11

OP = OA + OB, entonces para la proporcion 2:5, OP =| ——;— | y parala
o+ a+p 77

proporcion 3:4 el vector es: OP = (1'6)

77
. . . . . —-1-z 3z+3
9. Existen infinitos puntos que verifican el enunciado: A= ( ; 5 ;ZJ VzeR
10. —v = (-1:0:0)
2 4 8
11. PQ=(-12;:-3;4 MQ=|—-—;—;-2;—
Q=( ) y MQ ( 3 3]
12. a) (2;4;8;16;32) b)(3;5;7;9;11;13;15;17;19;21) c) (1,3;6;10;15;21;28;36)

13.|w, [=13,

14.Los angulos pedidos (6 de manera equivalente, sus cosenos) seran conocidos cuando se

wz‘\zﬁ, w,ew,=1 'y 0x87°47

sepa cuanto valen los productos escalares:uev, vew y uew. Para hallarlos al multiplicar
escalarmente miembro a miembro la igualdad: u + v + w = 0 por u, v y por w

respectivamente, se obtendra un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que
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permitird deducir que: uev = %, VoW =—% y UeW = —%, a partir de estos datos es

sencillo determinar el valor de los angulos pedidos........ ©
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